
2019年 04月 高等数学（工本）

1
答案整理：郭慧敏 广州大学松田学院

全国 2019年 4月高等教育自学考试全国统一命题考试

高等数学(工本)试题、详细答案及考点分析
（课程代码：00023）
（不允许使用计算器）

注意事项：

1. 本试卷分为两部分，第一部分为选择题，第二部分为非选择题。

2. 应考者必须按试题顺序在答题卡（纸）指定位置上作答，答在试卷上无效。

3. 涂写部分、画图部分必须使用 2B铅笔，书写部分必须使用黑色字迹签字笔。

第一部分 选择题

一、单项选择题：本大题共 5小题，每小题 3分，共 15分。在每小题列出的四个备选项中

只有一项是最符合题目要求的，请将其选出。

1. 在空间间直角坐标系中，点  6,1,2  关于原点的对称点的坐标是

A．  6,1,2  B．  6,1,2

C．  6,1,2  D．  6,1,2 

解：使用空间间直角坐标系中对称点的关系。若点  zyxP ,, 关于原点对称，则 x，y，z变

为其相反数，则对称点为  zyxP  ,,1 ，所以点  6,1,2  关于原点的对称点的坐标是

 6,1,2 ，选 B.

考核知识点：空间直角坐标系（识记）；

考核要求：知道空间直角坐标系的定义及相关的概念.

2. 极限
 
y
xy

y
x

sinlim
0
3




A．等于0 B．等于1

C．等于3 D．不存在

解：使用第一重要极限进行求解。由于 1sinlim
0


 x

x
x

，故

    .331sinlimsinlim
0
3

0
3
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答案整理：郭慧敏 广州大学松田学院

因此，选 C.

考核知识点：二元函数的极限与连续（识记）；

考核要求：了解二重极限的概念.

3. 设积分区域   11: 22  yxD ，二重积分   
D

dyxf 22
化为极坐标下的二次积分为

A．   drrfd 
1

0

2

0


 B．   rdrrfd 

1

0

2

0




C．   drrfd 



sin2

0

2

0
D．   rdrrfd 




sin2

0

2

0

解：根据极坐标下二重积分的计算方法进行求解。积分区域   11: 22  yxD 的边界是圆

心为  1,0 ，半径为 1的圆，如下图所示

因此，令










sin
cos
ry
rx

，在极坐标下，积分区域   11: 22  yxD 的边界变为：

   




sin2sin2

11sin2sincos11sincos
2

222222





rrr
rrrrr

从而二重积分   
D

dyxf 22
变为

    



sin2

0

2

0

22 rdrrfddyxf
D

，

所以选 D.

考核知识点：二重积分的计算（综合应用）；

考核要求：熟练掌握计算二重积分的极坐标变换法.

4. 以 xy 4cos 为特解的微分方程是

A． 016  yy B． 016  yy

C． 016  yy D． 016  yy

解：使用代入法。由于 xy 4cos 是微分方程的特解，因此代入微分方程中必使等号成立。
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答案整理：郭慧敏 广州大学松田学院

因此将 xy 4cos 代入 A，B，C，D选项有

A： 04cos164cos1616  xxyy

B： 04cos324cos164cos1616  xxxyy

C： 04sin164cos1616  xxyy

D： 04sin164cos1616  xxyy

故选 A.

考核知识点：二阶线性微分方程解的结构（领会）；

考核要求：知道二阶线性齐次微分方程解的性质及通解结构.

5. 幂级数  





1

2
2
1

n

n
n x 的收敛域是

A．  2,2 B．  2,2

C．  4,0 D．  4,0

解：使用幂级数收敛半径进行计算。令 2 xt ，则幂级数变为


1 2
1

n

n
n t ，其系数为

11 2
1

2
1

  nnnn aa

故

2
1

2
1
2
1

limlim
1

1 








n

n

n
n

n

n a
a

所以 21



R ，此时幂级数



1 2
1

n

n
n t 半径为 2，收敛域为  2,2 ，从而原幂级数

 





1

2
2
1

n

n
n x 半径为 2，收敛域  4,0 .当 0x ，幂级数变为交错级数  






1

1
n

n
，显然发散；

当 4x ，幂级数变


1

1
n

，显然也是发散的，故收敛半径为  4,0 ，所以选 C.

考核知识点：幂级数的收敛性及和函数的性质（简单应用）；

考核要求：能熟练求出幂级数的收敛半径和收敛区间.
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答案整理：郭慧敏 广州大学松田学院

第二部分 非选择题

二、填空题：本大题共 5空，每空 2分，共 10分。

6. 已知向量  3,,2  a ，  1,1,1  ，且 0  ，则常数 a .

解：使用数量积的方法进行计算。由于

    0321,1,13,,2  aa

故 5a .

考核知识点：向量的数量积（领会）；

考核要求：熟练掌握数量积的坐标表示法及运算律.

7. 已知函数 yxz 2 ，则 



2

2

x
z

.

解：使用偏导数乘法法则进行计算。由于 yxz 2 为连续函数，故

.22 2

2

y
x
zxy

x
z









考核知识点：高阶偏导数（简单应用）；

考核要求：掌握二阶偏导数的求法.

8. 二次积分 dyxydx 

1

1

21

0
的值为 .

解：使用二重积分方法进行计算。

.
3
1

3
1

3
2

3
1

3
1

3
1 1

0
21

0

1

0

1

0

1
1

31

1

21

0







 






  

xxdxdxxxdxxydyxydx

考核知识点：二重积分的计算（综合应用）；

考核要求：熟练掌握在直角坐标系下二重积分的计算.

9. 微分方程 0 xdyydx 的通解是 .

解：使用分离变量法求解一阶微分方程。由于

x
dx

y
dyydxxdyxdyydx  0

因此对上式左右两端同时积分，可得

.lnlnlnlnln Cxy
x
CyCxy

x
dx

y
dy

 

考核知识点：三类一阶微分方程（简单应用）；
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答案整理：郭慧敏 广州大学松田学院

考核要求：会求可分离变量的微分方程、齐次方程、一阶线性微分方程这三种类型方程的通

解和特解.

10. 无穷级数
 







1

1

3
1

n
n

n

的和 s .

解：使用等比级数求和公式进行计算。由于

     

















































 












 n

n

n

nn
n

n

n
n

n

3
11

4
1

3
11

3
11

3
1

3
1

3
11

3
1

111

1

所以 .
4
1

3
11

4
1lim 




















n

n
s

考核知识点：数项级数的基本概念（识记）；

考核要求：掌握等比级数的敛散性并会求和.

三、计算题：本大题共 12小题，每小题 5分，共 60分。

11. 已知平面 经过点  2,1,10 P ，并且与平面 03632  zyx 平行，求平面 的方程.

解：使用两个平面平行的充要条件进行计算。设平面 的方程为 0 DCzByAx ，由

于平面 与平面 03632  zyx 平行，故满足


















tC
tB
tA

tCBA

6
3
2

632

又因为平面 经过点  2,1,10 P ，代入方程可得

  ttttDCBADDCBA 76232202 

因此，平面 方程可变为

.07632076320  zyxttztytxDCzByAx

考核知识点：平面方程（简单应用）；

考核要求：知道平面的一般式与截距式方程；会判断两个平面相互垂直和平行.

12. 已知函数  xyyxfu ln,ln 2 ，其中 f为可微函数，求
x
u



和
y
u



.

解：使用复合函数的偏导数进行计算。令 xytyxs lnln 2 ， ，且 f为可微函数，则
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x
yfyf

x
t

t
f

x
s

s
f

x
u

ts

2

ln 



















.ln2 xyf
y
xf

y
t

t
f

y
s

s
f

y
u

ts 



















考核知识点：复合函数求导法则（简单应用）；

考核要求：知道复合函数求偏导数的链式法则；对于抽象函数，熟练掌握以下三种类型的复

合函数一阶偏导数的求法：

（1）      xvxuuvufw  ,,, ；

（2）    yxuuufw ,,  ；

（3）      yxvvyxuuvufw ,,,,,  .

13. 求曲线 32,cos,sin  tzttyttx ，在对应于 0t 的点处的切线方程.

解：使用空间曲线的切线方程进行求解。因为 32,cos,sin  tzttyttx ，故

      30,10,00  zyx

又因为 2,sin1,cos1  ztytx ，故当 0t ，有

      20,10,20  zyx

因此 0t 的点处的切线方程为

 
 

 
 

 
  .

2
3

1
1

20
0

0
0

0
0 














 zyx

z
zz

y
yy

x
xx

考核知识点：空间曲线的切线和法平面、曲面的切平面和法线（简单应用）；

考核要求：根据曲线的参数方程，会求曲线的切线方程和法平面方程.

14. 问在空间的哪些点上，函数 xyzzyxu 3333  的梯度平行于 x轴.

解：使用梯度公式进行计算

       kzyxfjzyxfizyxfzyxfgrad zyx


000000000000 ,,,,,,,,  .

设空间上的点  zyx ,, ，则函数 u的梯度为
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       

     
 yxzxzyyzx

kxyzjxzyiyzx

kzyxfjzyxfizyxfzyxugrad zyx

0
222

222

33,33,33
333333

,,,,,,,,










此时梯度平行于 x轴，即：梯度与 x轴的单位坐标对应成比例，从而

.
033
033








xyz
xzy

考核知识点：方向导数和梯度（领会）；

考核要求：会求方向导数和梯度.

15. 计算二重积分   dy
D
 1 ，其中积分区域

2 2: 1.D x y 

解：使用极坐标下二重积分公式进行计算。由于积分区域 D为圆域，故令

cos
sin

x r
y r





 

，其中  20,10  r

因此

   

.0cos
3
102cos

3
1

|cos
3
1

2
1sin

3
1

2
1|sin

32

sinsin11

2
0

2

0

2

0

1
0

32

1

0

22

0

1

0

2

0

















 






 







 






 
















ddrr

drrrddrrrddy
D

考核知识点：二重积分的计算（综合应用）；

考核要求：熟练掌握计算二重积分的极坐标变换法.

16. 计算三重积分   dvzyx


 222
，其中积分区域 .3: 222  zyx

解：使用球面坐标下三重积分的计算方法进行求解。由于积分区域 3: 222  zyx ，故

设

















cos
sinsin
sincos

rz
ry
rx

其中
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答案整理：郭慧敏 广州大学松田学院
















0
20
30 r

因此

   

  .
5
336|cos2|

5
sin

sincossinsinsincos

0
3

0

5

0

2

0

3

0

4

222222222222















rdddrr

ddrdrrrrdvzyx

考核知识点：三重积分的计算（简单应用）；

考核要求：掌握计算三重积分的柱面坐标、球面坐标变换法.

17. 计算对弧长的曲线积分 dsy
C

2
，其中 C是曲线

21 yx  .

解：使用弧长的曲线积分公式进行运算。由于 C是曲线
21 yx  ，为右半圆，则令

cos
sin

x
y





 

，其中  0

故

       

.
2
1

2
12sin

4
1

2
122cos

4
1

1
2
12cos

2
1

2
2cos1sin

cossinsinsincossin

0

00

00

00

2

0

222

0

22
22


































 



 









d

dd

dd

dddsy
C

考核知识点：两类曲线积分的计算（简单应用）；

考核要求：掌握对弧长的曲线积分的计算.

18. 计算对面积的曲面积分 dSzyx








 

2
11 ，其中是平面 0122  zyx 在第

一卦限中的部分。

解：使用对面积的曲面积分公式进行计算。由于在 xOy平面上投影 D为 xOy平面上由 x

轴，y轴与联结 





 0,0,
2
1

，  0,1,0 两点的直线所围的三角形区域，如图所示
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答案整理：郭慧敏 广州大学松田学院

又因为曲面的方程为
2
1

2
0122 

yxzzyx ，则
2
1,1 








y
z

x
z

，从

而

2
3

2
1

2
1

2
11

2
11 






  yxyxzyx

而

dxdydxdydxdydxdyzzdS yx 2
3

4
9

4
1111 22 

故

.
16
9

4
1

4
9

4
91

4
9

4
9

2
3

2
3

2
11 






  



DdxdydxdydxdydSzyx
DDD

其中 D 表示区域 D的面积.

考核知识点：两类曲线积分的计算（简单应用）；

考核要求：掌握对坐标的曲线积分的计算.

19. 求微分方程
xxey

dx
dyx  的通解.

解：使用一阶非齐次线性微分方程通解公式进行计算。由于
xxey

dx
dyx  可变为

xey
xdx

dy


1

令     xexQ
x

xP  ,1 ，则代入一阶非齐次线性微分方程公式，可得

 
     

      .111

111

Cexe
x

Cdxexe
x

Cdex
x

x
CdxxeeCdxeeeCdxexQy

xxxxx

x
dx

x
dx

xxdxxPdxxP





































考核知识点：三类一阶微分方程（简单应用）；
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答案整理：郭慧敏 广州大学松田学院

考核要求：会求可分离变量的微分方程、齐次方程、一阶线性微分方程这三种类型方程的通

解和特解.

20. 求微分方程 012  yyy 的通解.

解：使用二阶常系数齐次线性微分方程的解法进行计算。所给方程的特征方程为

   0430122  rrrr

求得特征根为： 4,3 21  rr ，故原方程的通解为 .4
2

3
1

xx eCeCy 

考核知识点：二阶常系数线性齐次微分方程（简单应用）；

考核要求：会求二阶常系数线性齐次微分方程的特征方程和特征根；根据特征根的不同情况，

能熟练写出通解形式.

21. 判断无穷级数


1
3 5

8sin1
n

n
n

是否收敛，如果收敛，是绝对收敛还是条件收敛？

解：使用无穷级数判断法进行求解。由于原级数的绝对值级数为


1
3 5

8sin1
n

n
n

，且











1

3
1

3

1
5
8sin1

nn n
n

n

而


1
3

1
n n

为 p-级数（ 13 p ），显然收敛，因此根据无穷级数的比较判别法可知，原级数

是


1
3 5

8sin1
n

n
n

收敛且绝对收敛.

考核知识点：一般项级数的审敛准则（简单应用）；

考核要求：会判断一般项级数的绝对收敛性.

22. 已知周期为 2 的周期函数  xf 在   , 上的表达式为

 















x

xx
xf

0,0

0,12

 xS 是  xf 的傅里叶级数  





1

0 sincos
2 n

nn nxbnxaa
的和函数，求  3S .

解：使用傅里叶级数收敛定理（狄里克雷收敛准则）进行计算。容易看出  xf 满足收敛定

理的条件，且它在    Zkkx  12 时处处连续，而    Zkkx  12 为  xf 第一类
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答案整理：郭慧敏 广州大学松田学院

间断点，因此 3x 是函数  xf 的间断点，且  xf 的周期为 2 ，因此有     SS 3 。

故其傅里叶级数在点 x 处收敛于

       
2
101

2
100

2
1 2

2 

 ff

因此

  .
2
13

2 

S

考核知识点：傅里叶级数（简单应用）；

考核要求：了解傅里叶级数的狄里克雷收敛准则；会求   , 上以 2 为周期的函数的傅

里叶级数展开式.

四、综合题：本大题共 3小题，每小题 5分，共 15分。

23. 用钢板造一个表面积为
227m 的长方体容器，应如何选择容器尺寸才可使容器的容积最

大？并求最大容积.

解：设长方体容器的长、宽、高分别为 x，y，z，则长方体容器的容积为 xyzV  ，而此容

器的表面积为
227m ，因此有

 
2
27272  yzxzxyyzxzxy

故此问题变为条件极值问题，从而构造拉格朗日函数

  





 

2
27,, yzxzxyxyzzyxL 

对上述函数求 x，y，z偏导数，可得

 

 

 
































0
2
27

0

0

0

yzxzxy

yxxy
z
L

zxxz
y
L

zyyz
x
L







由于      yzxzyzxyxzxyxyz   ，因此当 0 时，有 zyx  ，代
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答案整理：郭慧敏 广州大学松田学院

入最后一个方程可得

3
23

2
3

 zyx

故 








2
23,

2
23,

2
23

是唯一驻点，所以当长、宽、高均为
2
23
时，容器容积最大，此时

容积为 .
4
227 3m

考核知识点：二元函数的极值（综合应用）；

考核要求：了解条件极值的概念；会用拉格朗日乘数法求多元函数在一个约束条件下的极值.

24. 验证 ydyxdxxy 22  在整个 Oxy平面内是某个二元函数  yxu , 的全微分，并求这样的一

个  ., yxu

证明：令   2, xyyxP  ，   yxyxQ 2,  ，则

x
Qxy

y
P






 2

在整个 Oxy平面内处处成立。显然 ydyxdxxy 22  是某个二元函数  yxu , 的全微分，且可

取

 
 

 
 

yx
ydyxdxxyyxu

,

0,0

22,

选择积分路径如图所示

 yxB ,

O  0,xA

则有

 
 

 

.
22

0

,

22

0

22

0

2

2222,

0,0

22

yxyx

ydyx

ydyxdxxyydyxdxxyydyxdxxyyxu

y

y

ABOA

yx










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考核知识点：平面曲线积分与路径无关的条件（领会）；

考核要求：了解平面曲线积分与路径无关的条件；会用曲线积分与路径无关的性质计算曲线

积分.

25. 将函数   xexf 2 展开成 x的幂函数.

解：使用函数展开成幂函数的间接法进行计算。由于
xe 幂级数展开式为

Rxx
n

xx
n
xe n

n

n
x 





,
!
1

!2
11

!
2

0



令 xt 2 ，则有

Rt
n
te

n

n
t 





,
!0

因此

    .,
!

2
0

2 Rx
n
xexf

n

n
x  





考核知识点：函数的泰勒级数展开式（综合应用）；

考核要求：熟记函数  xxxe
x

x 


1ln,cos,sin,,
1
1

的麦克劳林级数展开式；会用间接法将

比较简单的函数展开成幂级数.
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